Zadanie 1

Niech Xy, X7, Xo,... beda zmiennymi i.i.d. o gestosci g(z) = (x + 1)_21[0700) (). Dlan=1,2,...

zdefiniujmy
1
Y, = — max (X; — ).

n 0<i<n

Czy ciag (Yn)n>1 zbiega wedlug rozktadu? Jesli tak — wyznaczy¢ granice, w przeciwnym przypadku —
uzasadni¢ brak zbieznosci.

Rozwiazanie: Dystrybuanta F' zmiennej Xg wynosi

F(t):/t g(x)dx:{ot dlat <0

Oznaczmy przez F,, dystrybuante zmiennej Y,,. Z niezalezno$ci mamy

1 . . - . 0 dlat <0
Fn(t) = P(* max (XZ'—Z) < t) = P(Vogiani < nt—l—z) = H F(nt—l—z) = { n ntbi nt dat>o0

0<i< g =
n Osesn =0 i=0 mt+itl — nitntl

W powyzszej réwnodci skorzystaliSmy z tego, ze dla t < 0, pierwszy czynnik w iloczynie znika, zas dla
t > 0 odpowiednie liczniki i mianowniki skracaja sie.

Zatem F,(t) zbiega do 0 dla t < 0 i do tj%l dla t > 0. Innymi stowy, dla dowolnego ¢ € R,
F,(t) — F(t) dla n — oo. Zatem ciag Y,, jest zbiezny wedlug rozktadu do miary o dystrybuancie F,

czyli do rozktadu zmiennej Xj.



1. Niech XY, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, X o rozktadzie N (0, 1),
Y, Z o rozktadzie wyktadniczym z parametrem 1. Wykaza¢, ze X+/2Y ma taki sam
rozktad jak Y — Z.

Rozwigzanie.

Poniewaz funkcja charakterystyczna wyznacza rozktad, wystarczy wykazac, ze o . 7y =
vy _z, gdzie vy oznacza funkcje charakterystyczng zmiennej losowej V. Ustalmy wiec

t € Ri wykazmy, ze ¢y 5y (t) = @y_z(t). Przypomnijmy, ze

1
—s2/2 _
oraz vy (s) T

Poniewaz etXVv2Y jest co do modulu ograniczona (przez 1), to jest catkowalna, wiec

Pxvar(t) = E(E(™V(1)|X) ) = Epx(tv3Y) = Ee Va2
2 o0 2 1
:E—tY:/ —(+1)y gy, — '
‘ o © YTy

. ., . L e (24Dy . (42 .
Ostatnia réwnos¢ wynika z tego, ze “F5 ? jest funkcja pierwotna e~ t1¥. Ponie-

waz dla niezaleznych zmiennych losowych U i V zachodzi pyiv = pupy, to

ov-(t) = ox Wp-2(0) = ooy (1) = T = 747 = Pxvarll)

co chcielismy wykazac. 0

2. Niech Xj, Xs, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi ze P(X; = 1) =

P(X; = —1) = 1/2. Zdefiniujmy ciag zmiennych losowych
So=0,5.=X1+---+X, dlan>1

Niech ponadto dla n > 0, F,, = 0(So, ..., S).
(a) Wyznaczy¢ wszystkie liczby b, ¢ € R, takie ze ciag M,, = St —6n.S?+bn?+cn,
n > 0 jest martyngatem wzgledem filtracji (F,,)n>o-
(b) Dla danej liczby catkowitej dodatniej a, niech 7 = inf{n > 0: |S,| = a}.
Wyznaczy¢ srednig i wariancje .
Rozwigzanie.
(a) Poniewaz |S,| < |Xi| + --- + |X,| = n, to zmienne losowe S,, sa ograniczone,
wiec sa catkowalne. Ciag (S, )n>0 jest oczywiscie adaptowany do filtracji (F,)n>0-
Wystarczy wiec wykazaé, ze dla kazdego n > 0 zachodzi E(M,,.1|F,) = M,. Za-
uwazmy, ze F, = o(S1,...,S,) dlan > 1 oraz Fy = {0,Q2}. Wobec tego X, ;1 jest
niezalezny od F,, a S, jest F,,-mierzalny. Poza tym EX? |, = E1 =1=El = EX, _,
oraz EX, 11 = 0=EX?,, (bo X, jest symetryczny i catkowalny, bo ograniczony).
Wobec tego

E(M,1|F,) = E((Sn + X)) = 6(n+1)(S, + Xnﬂ)2 +b(n+1)* +c(n + 1)|J-‘n)
=Sy +4SPEX, 41 + 6S2EX? , +4S,EXE |+ EX) .,
—6nS% — S2 —12(n+1)S,EX, 41 — 6(77, +1DEX2,,
+bn*+b(2n+1)+cn+ec

=M, —5+b+c+n(20—6),
1



2

wiec aby byto to rowne M,, dla wszystkich n > 0, potrzeba i wystarcza, by zachodzit
uktad rownan —5 4+ b+ c = 0 = 2b — 6, ktorego jedynym rozwiazaniem jest para
b=3,c=2.

(b) Wiadomo z ¢éwiczeni/wyktadu, ze Z, = S? — n jest martyngatem (bo S, to
suma zmiennych iid o §redniej 0 i wariancji 1). Poza tym dla kazdego N € N zmienna
T AN jest ograniczonym momentem stopu. Wobec tego z twierdzenia Dooba wynika,
ze 0 =EZ vy =E(S%. 5y —TAN), czyli ES?, y = E(r A N).

Wiemy, ze 7 jest skoficzony prawie na pewno (dlaczego?). Zatem 7 A N zbiega do
T prawie na pewno, a zbiezno$¢ jest oczywiscie monotoniczna. Na mocy twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej zachodzi wiec limy .. ET A N = ErT.

Poniewaz za$ 7 A N zbiega do 7 p.n., to S2, v zbiega p.n. do S? réwnej tozsamo-
$ciowo a®. Zmienne S?, y sa ograniczone przez a? (na mocy definicji 7), wigc na mocy
twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci zmajoryzowanej zachodzi limy .. ES?,y =
ES? = a®. Wykorzystujac wyprowadzona wezesniej tozsamosé ES2, y = E(1 A N)
i zbiezno$¢ prawej strony, otrzymujemy zatem Er = a?. W szczegdlnodci T jest
calowalne.

W podobny sposéb, uzywajac martngatu M,, zamiast Z,,, wyprowadzimy réwnanie
na E7 i E72: ponownie z twierdzenia Dooba mamy
(1) 0=ES}, y — 6E(T AN)SZ,y + bE(r A N)* + cE(r A N).

Podobnie jak wczesniej, pierwszy, trzeci i czwarty sktadnik w (1) sa zbiezne do,
odpowiednio, ES? = a*, bE7? i cET na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci,
odpowiednio, zmajoryzowanej i (dwa razy) monotonicznej. Do drugiego sktadnika
rowniez mozna uzy¢ twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej; majoranta

catkowalng w tym przypadku jest 7 - a? Z (1) po wykonaniu wszystkich czterech
przej$é granicznych i uwzglednieniu faktu, ze |S;| = a wynika réwnosé
0 = a* — 6a’E7 + bET? + cET.
Poniewaz zaé b = 3, ¢ = 2 oraz ET = a?, dostajemy
5a* — 2a?
Er?=—"—_",
3

wiec ostatecznie

Var7T = E7? — (E7)* = gozz(a2 —1). O



Rozwiazanie zadania A3

Przy zalozeniach zadania tatwo sprawdzié, ze
1 1 1
EX1 = 5, VarX1 = 1, E(leXg) = O, Var(leXg) = VaI‘X1+VaI'X2 = 5

Ponadto, zmienne losowe (Xop_1 — Xok),k = 1,2,... sa niezalezne i maja ten
sam rozklad.

Wykorzystamy fakt, ze jezeli mamy dwa ciagi zmiennych losowych (¢,)52
oraz (n,)52 1, takie ze n,, zbiega wg. rozktadu do 7, a (,, zbiega prawie na pewno
do pewnej statej C' (a wiec tez i wg. prawdopodobienistwa do C), wowcezas (0,
zbiega wg. rozktadu do Cn.

Zmienng losowa Z, mozemy przepisaé jako:

1
gdzie

Xi1+...+X,
3n
, sin(E Yo (Xop—1 — Xop))
" % S (Xok—1 — Xok)

. :Ezzl(X%—l — Xop)
n 1 .
En

fn:

Z mocnego prawa wielkich liczb oraz ciaglosci funkcji = — /z na [0, c0) otrzy-
mujemy

1 n
& —1 pn. oraz — E (Xog—1 — Xok) = 0 pon.
ni=

Zatem, ze wskazowki
Yn — 1. p.n.

Z kolei, z centralnego twierdzenia granicznego wynika, ze n,, zbiega wg. rozkladu
do rozkladu normalnego standardowego.

Otrzymali$my zatem, ze Z,, zbiega wg. rozkladu do %n, gdzie n ma rozktad
normalny standardowy (Zauwazmy: 37 ma rozktad N(0, 1)).

Wiadomo, ze zbiezno$¢ rozktadéw jest réwnowazna zbieznosci odpowiednich
dystrybuant w punktach ciagtosci dystrybuanty granicznej. W naszym przy-
padku wszedzie, bo rozklad normalny o dodatniej wariancji ma ciagta dystry-
buante.

W konsekwencji, dla kazdego t rzeczywistego

lim P(Z, <t)= P(En <t)=P(n<2t) = P(2t),

n—oo 2

gdzie ® jest dystrybuantg rozktadu normalnego standardowego.



Zadanie 6

Czterej agenci, James, Hans, Ethan i George podrézuja miedzy Londynem, Berlinem, Nowym
Jorkiem i Warszawa. W dniu ,zero” kazdy z nich jest w innym miescie. Kazdego kolejnego dnia jeden
z nich, wybrany losowo (z réwnymi prawdopodobienstwami), opuszcza miasto w ktérym przebywa i
przemieszcza si¢ do jednego z pozostalych miast, przy czym prawdopodobienstwo wyboru kazdego z
tych pozostatych miast jest wprost proporcjonalne do liczby znajdujacych sie w nim w tym momencie
agentow.

a) Wykazaé, ze z prawdopodobienstwem jeden cala czworka spotka sie w jednym miescie.

b) Niech T' oznacza oczekiwang liczbe dni, ktére uptyna do spotkania. Obliczyé¢ ET'.

Rozwigzanie:

Opiszmy sytuacje z zadania tancuchem Markowa na przestrzeni stanéw S = {1,2,3,4,5}, gdzie
poszczegblne stany interpretujemy jako:

1 — w kazdym miescie jest po jednym agencie, 2 - w jednym miescie jest dwoch agentéw, w dwdoch
innych miastach po jednym, 3 - w pewnych dwéch miastach jest po dwoch agentéw, 4 - w jednym z
miast jest trzech agentoéw, w pewnym innym jest jeden agent, 5 - wszyscy agenci sa w tym samym
miescie.

Ze stanu 1 z prawdopodobienstwem 1 przechodzimy do 2.

Bedac w stanie 2 pozostaniemy w nim je$li wybrany agent to jeden z dwdch przebywajacych
wspdlnie czyli z prawdopodobienstwem 1/2. Prawdopodobienstwo przejscia do stanu 3 to 1/2-1/3 =
1/6 — wybrany zostaje jeden z dwéch "pojedynczych”agentéw (prawd. 1/2) i przemieszcza sie do
drugiego pojedynczego (prawd. 1/3). Do stanu 4 przechodzimy z prawdopodobienstwem 1/2-2/3 =
1/3.

Ze stanu 3 z prawdopodobienstwem 1 przechodzimy do stanu 4. Z kolei ze stanu 4 z prawdopodo-
bienstwem 1/4 przechodzimy do 5, a z prawdopodobienstwem 3/4 do 3.

Zatem macierz przejscia tancucha to

1 0 0 0
1/2 1/6 1/3 0
0 0 1 0
0 3/4 0 1/4

Y
Il
cocoo

a) oznaczmy przez p; prawdopodobienstwo dojscia do stanu 5 ze stanu i. Zachodza réwnoséi

ps =1

P1=Dp2
1 1 1

P2 = 5P2 =+ gbs + 3P4

P3 = P4
3 1

P4 = D3 + 2P

Jedynym rozwiazaniem tego uktadu jest p; =1,i=1,...,5. W szczegdlnosci p; = 1.
Uwaga Punkt a) mozna tez rozwigzaé uzasadniajac, ze stany 1,...,4 sa nieistotne, wiec sa tez

chwilowe. Zatem kazdy z tych stanéw jest z prawdopodobienstwem 1 odwiedzany tylko skonczenie
wiele razy.
b) Oznaczajac przez m; Srednia liczbe krokéw potrzebna do przejscia ze stanu ¢ do stanu 5, mamy



m5:0

m1 =1+ mo

1 1
m2:1+§m2+6m3+§m4

m3=1+my

3 1
my = 1—|—Zm3+1m5.

Rozwiazujac ten uklad réwnan, otrzymujemy my = 7, ms = 8, mo = 28/3, my = 31/3. Szukana
wartosé¢ oczekiwana ET = 31/3.



Zadanie 6

W urnie sg dwie kule: biala i czerwona. Powtarzamy wielokrotnie nastepujacy eksperyment. Losujemy
jedna kule z urny; jezeli wylosowana kula jest biala, to z prawdopodobienstwem 1/3 zastepujemy
ja w urnie kula czerwona, a z prawdopodobienstwem 2/3 odkladamy z powrotem do urny; jezeli
wylosowana kula jest czerwona, to z prawdopodobienstwem 1/2 zastepujemy ja w urnie kula biala,
za$ z prawdopodobienstwem 1/2 odkladamy do urny. Niech X, oznacza liczbe kul bialych w urnie po
n-tym powtérzeniu eksperymentu. Czy ciag (X,,)°2; zbiega wedlug rozkladu? Jezeli tak — wyznaczyé
granice, w przeciwnym przypadku — uzasadni¢ brak zbiezno$ci.

Rozwiazanie Ciag (X)) jest lancuchem Markowa o wartosciach w przestrzeni stanéw S = {0, 1,2}
oraz prawdopodobienstwach przejécia

1 1
Po,o = 9 9 Po,1 = 579
111 12,11 7 111
PLO=5 37 g PHT 5 3T 9715 P27 5577
1 22
P21 3 3’ P22 = 3° 3

Pozostale prawdopodobienstwa przejscia wynosza 0.
Zatem macierz przejscia lancucha to (przyjmujemy kolejnosé stanéw 0,1, 2)

P=

O O
Lol ~mol—
Wik l— O

Zachecam do narysowania grafu przejscia dla tego lancucha. Lancuch jest nieprzywiedlny (dowolne
dwa stany komunikuja sie) i nieokresowy (z 1 mozna przej$¢ do 1 w jednym kroku), zatem spelnione
sg zalozenia twierdzenia ergodycznego. Z twierdzenia tego otrzymujemy, ze

lim P(X,, =i)=m;

n—oo

gdzie m = (mp, w1, m2) to rozklad stacjonarny lancucha, wyznaczony uktadem réwnan

TP =

1 =mg+ m + mo.

Otrzymujemy zatem

1 1
T = 571‘0 + 67'(1
_ 1 n 2
Ty = 47r1 37‘(’2

1 =my+m + mo.

Z pierwszych dwéch réwnan my = m1/3, mo = 3w /4. Po podstawieniu do trzeciego réwnania
otrzymujemy 2571 /12 = 1, czyli

4 12 9

WOZ%J lega 7-[-2:%'

Zatem ciag (X,) zbiega wedlug rozktadu do miary 5= 1 5o + 51 + 3 9 5s.



